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ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ  Γ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Απόδειξη σχολικού βιβλίου σελ. 106 

Α2. Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 128 

Α3. Θεωρία σχολικού βιβλίου σελ. 33 

Α4. α) Ψ 

β) Έστω η συνάρτηση 2ν 1f(x) x , ν+=   με ( )2ν 1

x 0 x 0
lim f(x) lim x 0+

→ →
= = . Όμως το 

x 0

1
lim

f(x)→
 δεν υπάρχει 

καθώς 
2ν 1

x 0 x 0

1 1
lim lim

f(x) x+ + +
→ →

= = +  ενώ 
2ν 1

x 0 x 0

1 1
lim lim

f(x) x− − +
→ →

= = −  

A5. α) Λάθος 

β) Λάθος 

γ) Λάθος 

δ) Λάθος 

ε) Σωστό 

 

ΘΕΜΑ B: 

Β1. Η f  είναι παραγωγίσιμη στο (0, )+  με 
' '

'

2 2

(ln ) ln ( ) 1 ln
( )

x x x x x
f x

x x

 −  −
= = . 

Ακόμα: '

2

1 ln
( ) 0 0 1 ln 0 ln 1

x
f x x x x e

x

−
=  =  − =  =  =  και 

'

2

1 ln
( ) 0 0 1 ln 0 ln 1 0

−
    −      

x
f x x x x e

x
. 

Κάνω τον πίνακα πρόσημου για την συνάρτηση. 

x 0                                       e                                    +  

 
'( )f x  + - 

( )f x                                          Ο.Μ. 
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Επομένως η (0, ]f e  και [ , )f e + .Ακόμα παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 0x e=  το οποίο είναι το 

1
( )f e

e
= . 

Β2. Η 'f  είναι παραγωγίσιμη στο (0, )+  με 

' 2 2 '
''

4 4 4 3

(1 ln ) (1 ln ) ( ) 2 2 ln 2 ln 3 2ln 3
( )

x x x x x x x x x x x x
f x

x x x x

−  − −  − − + − −
= = = = . 

Ακόμα: 
3

'' 2
3

2ln 3
( ) 0 0 2ln 3 0 2ln 3

x
f x x x x e

x

−
=  =  − =  =  =  και 

3

'' 2
3

2ln 3
( ) 0 0 2ln 3 0 2ln 3

x
f x x x x e

x

−
    −     

 

x 
0                                         

3

2e                                     +  
'' ( )f x  -  + 

( )f x  Σ.Κ.  

 

Η συνάρτηση f  είναι κοίλη στο διάστημα 
3

2(0, ]e  και κυρτή στο διάστημα 
3

2[ , )e + . Ακόμα 

παρουσιάζει σημείο καμπής το 
3 3

2 2
3

( , )
2

e e
−

 . 

Β3. Αναζητώ κατακόρυφη ασύμπτωτη στο 0 0x = .Είναι: 
( ) ( )

0 0 0

ln 1
lim ( ) lim lim[ln ]
x x x

x
f x x

x x+ + +

−  +

→ → →
= =  = −  άρα η 

0x =  είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f . Αναζητώ οριζόντια ασύμπτωτη 

στο  + .Είναι: 

2 3. . .

1

( ) ln 1
lim lim lim lim 0

2 2x x D L H x x

f x x x

x x x x


+

+

→+ →+ →+ →+
= = = = =   και 

. . .

ln 1
lim ( ) lim lim 0
x x D L H x

x
f x

x x


+

+

→+ →+ →+
= = = =  .Άρα η 0y =  είναι οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής 

παράστασης της f . 

Β4. Είναι: 
2 2 2

'

1 1 1 1

ln ln ln ln 1 1
( ) ln (ln )

2 2 2 2

ee e e
x x e

f x dx dx x x dx
x

 
= =  = = − = 

 
   . 
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Β5.  

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Έστω 𝑔(𝑥) =
𝑓(𝑥)+𝑙𝑛2

𝑥
, 𝑥 ≠ 0, οπότε: 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑔(𝑥) − 𝑙𝑛2 (1) και 

 lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥→0

(𝑥𝑔(𝑥) − 𝑙𝑛2) =  −𝑙𝑛2 = 𝑓(0), αφού η f είναι συνεχής στο ℝ.  

Επίσης lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
=
(1)

lim
𝑥→0

𝑥𝑔(𝑥)−𝑙𝑛2+𝑙𝑛2

𝑥
=  lim

𝑥→0
𝑔(𝑥) =

1

2
 

Άρα η εξίσωση εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο Α(0, f(0)) είναι η ευθεία y = 
1

2
𝑥 − 𝑙𝑛2 

Γ2. Επειδή η F είναι παράγουσα της f είναι παραγωγίσιμη άρα και συνεχής. Τότε: 

lim
𝑥→0

4(𝑒𝑥−1)

4𝐹(𝑥)−𝑥2−4𝑓(0)𝑥
=

0

0
lim
𝑥→0

4𝑒𝑥

4𝑓(𝑥)−2𝑥−4𝑓(0)
= lim

𝑥→0

2𝑒𝑥

2𝑓(𝑥)−𝑥−2𝑓(0)
 και ισχύει: lim

𝑥→0
2𝑒𝑥 = 2 > 0  

και lim
𝑥→0

(2𝑓(𝑥) − 𝑥 − 2𝑓(0)) = 0 

Αλλά η f είναι κοίλη στο ℝ και η ευθεία 𝑦 =
1

2
𝑥 − 𝑙𝑛2 είναι η εφαπτομένη στo Α(0,f(0)), οπότε θα 

ισχύει 

𝑓(𝑥)
1

2
𝑥 − 𝑙𝑛2  2𝑓(𝑥)  𝑥 − 2𝑙𝑛22𝑓(𝑥) − 𝑥 + 2𝑙𝑛2  0  2𝑓(𝑥) − 𝑥 − 2𝑓(0) 0  

για κάθε x ℝ, με το ίσον να ισχύει μόνον για x=0, άρα: 2f(x) −x−2f(0) < 0 

για κάθε x «κοντά» στο 0. Επομένως, lim
𝑥→0

2𝑒𝑥

2𝑓(𝑥)−𝑥−2𝑓(0)
= −∞ 
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Γ3. α) Αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση: 3𝑓′(𝑥) − 2𝑓′(𝜅) − 𝑓′(𝜆) = 0 έχει μοναδική λύση. Πράγματι 

θεωρούμε την συνάρτηση 𝑔(𝑥) = 3𝑓′(𝑥) − 2𝑓′(𝜅) − 𝑓′(𝜆) ορισμένη στο [κ, λ] και εφαρμόζουμε 

Θεώρημα Bolzano. Η g συνεχής στο [κ, λ], αφού η f είναι 2 φορές παραγωγίσιμη και  

𝑔(𝜅) = 3𝑓′(𝜅) − 2𝑓′(𝜅) − 𝑓′(𝜆) = 𝑓′(𝜅) − 𝑓′(𝜆) > 0   και 

𝑔(𝜆) = 3𝑓′(𝜆) − 2𝑓′(𝜅) − 𝑓′(𝜆) = 2(𝑓′(𝜆) − 𝑓′(𝜅)) < 0   γιατί: 𝜅 < 𝜆 ⟺
𝑓′↘

 𝑓′(𝜅) > 𝑓′(𝜆) , αφού η f 

είναι κοίλη. Άρα θα υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 (κ, λ) τέτοιο ώστε:  

 3𝑓′(𝑥0) = 2𝑓′(𝜅) + 𝑓′(𝜆) και είναι μοναδικό αφού η f είναι γνησίως φθίνουσα. 

β) Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την f στο [κ, x0], και αφού ισχύουν οι υποθέσεις θα υπάρχει τουλάχιστον ένα 

ξ1(κ, x0) τέτοιο ώστε: 𝑓(𝜉1) =
𝑓(𝑥0)−𝑓(𝜅)

𝑥0−𝜅
=

2𝑓(𝜅)+𝑓(𝜆)

3
 −𝑓(𝜅)

𝑥0−𝜅
=

𝑓(𝜆)−𝑓(𝜅)

3(𝑥0−𝜅)
 (Α) 

Ομοίως εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την f στο [x0 ,λ] οπότε θα υπάρχει ξ2(x0, λ) τέτοιο ώστε: 𝑓(𝜉2) =

𝑓(𝜆)−𝑓(𝑥0)

𝜆−𝑥0
=

𝑓(𝜆)− 
2𝑓(𝜅)+𝑓(𝜆)

3

𝜆−𝑥0
=

2(𝑓(𝜆)−𝑓(𝜅))

3(𝜆−𝑥0)
 (Β) 

οπότε: 2(𝑥0 − 𝜅)𝑓(𝜉1)  =
(𝐴)

 2(𝑥0 − 𝜅)
𝑓(𝜆)−𝑓(𝜅)

3(𝑥0−𝜅)
=

2

3
(𝑓(λ) − 𝑓(𝜅)) 

και (𝜆 − 𝑥0)𝑓(𝜉2)  =
(𝛣)

 (𝜆 − 𝑥0)
2(𝑓(𝜆)−𝑓(𝜅))

3(𝜆−𝑥0)
=

2

3
(𝑓(λ) − 𝑓(𝜅)) 

άρα ισχύει και η ζητούμενη ισότητα. 

Γ4. α) Ισχύει: lim
ℎ→0

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥−ℎ)

2ℎ
= lim

ℎ→0

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥−ℎ)+𝑓(𝑥)

2ℎ
=

1

2
lim
ℎ→0

[
𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
−

𝑓(𝑥−ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
]  

Είναι: 

 lim
ℎ→0

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
= 𝑓′(𝑥) 𝜅𝛼𝜄 lim

ℎ→0

𝑓(𝑥−ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
=

−ℎ=𝑢
 lim

𝑢→0

𝑓(𝑥+𝑢)−𝑓(𝑥)

−𝑢
= − lim

𝑢→0

𝑓(𝑥+𝑢)−𝑓(𝑥)

𝑢
= 

= −𝑓′(𝑥)  

αφού η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη.  

Άρα lim
ℎ→0

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥−ℎ)

2ℎ
=

1

2
(𝑓′(𝑥) + 𝑓′(𝑥)) = 𝑓′(𝑥)  
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β) Από το α) ερώτημα θα έχουμε 

 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑓(𝑥)−𝑥 ⟺ 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑓(𝑥)𝑒−𝑥 ⟺
𝑓′(𝑥)

𝑒𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 ⟺ 𝑓′(𝑥)𝑒−𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 ⟺ 

−𝑓′(𝑥)𝑒−𝑓(𝑥) = −𝑒−𝑥 ⟺ (𝑒−𝑓(𝑥))
′

= (𝑒−𝑥)′ ⟺ 𝑒−𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 + 𝑐 ⟹ 
𝑥=0,𝑓(0)=−𝑙𝑛2

 c =  1 

Άρα 

 𝑒−𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 + 1 ⟺ 𝑒−𝑓(𝑥) =
1+𝑒𝑥

𝑒𝑥 ⟺ 𝑙𝑛𝑒−𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛
1+𝑒𝑥

𝑒𝑥 ⟺  −𝑓(𝑥) = ln(1 + 𝑒𝑥) − 𝑙𝑛𝑒𝑥 ⟺ 

𝑓(𝑥) = 𝑥 − ln (1 + 𝑒𝑥) για κάθε x ℝ 

Προφανώς 𝑓′(𝑥) = 1 −
𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
=

𝑒𝑥+1−𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
=

1

𝑒𝑥+1
> 0, για κάθε x ℝ άρα και η f θα είναι γνησίως 

αύξουσα στο ℝ και αφού είναι συνεχής θα έχουμε ότι: 𝑓(𝐴) = (lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥), lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)) 

Ισχύει: lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥 − ln(𝑒𝑥 + 1)) = −∞, 𝛼𝜑𝜊ύ lim
𝑥→−∞

ln (𝑒𝑥 + 1) = 0 

και θα υπολογίσουμε το lim
𝑥→+∞

(𝑥 − ln(𝑒𝑥 + 1)) = lim
𝑥→+∞

(𝑙𝑛𝑒𝑥 − ln(𝑒𝑥 + 1)) = lim
𝑥→+∞

𝑙𝑛
𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
 

Είναι lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
=

+∞

+∞
lim

𝑥→+∞

(𝑒𝑥)′

(𝑒𝑥+1)′
= lim

𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑒𝑥 = 1 ά𝜌𝛼 lim
𝑥→+∞

𝑙𝑛
𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
=

𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
=𝑦,   𝑥→∞,   𝑦→1

lim
𝑦→1

𝑙𝑛𝑦 = 0  

Άρα 𝑓(𝐴) = ( lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥), lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)) = (−∞, 0) 

Γ5. Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα:  

(𝑥 − 1)2 = 𝑙𝑛
𝑒𝑥2+1 + 1

𝑒2𝑥 + 1
⟺ 𝑥2 − 2𝑥 + 1 = ln(𝑒𝑥2+1 + 1) − ln(𝑒2𝑥 + 1) ⟺ 

𝑥2 + 1 − ln(𝑒𝑥2+1 + 1) = 2𝑥 − ln(𝑒2𝑥 + 1) ⟺ 𝑓(𝑥2 + 1) = 𝑓(2𝑥) ⟺
𝑓 1−1

 

𝑥2 + 1 = 2𝑥 ⟺ 𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 0 ⟺ (𝑥 − 1)2 = 0 ⟺ 𝑥 = 1 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Οι συναρτήσεις G και f ως παραγωγίσιμες στο ( )0,+  είναι και συνεχείς σε αυτό. 

Η f  είναι συνεχής στο ( )0,+ . 

Επιπλέον για κάθε ( ) +x 0,  είναι 

G(x) 0

G(x)f(x)f (x) 0 f(x) 0

f (x) 0




   
  

 

Άρα οι G, f, f  διατηρούν σταθερό πρόσημο στο ( )0,+ . 

Είναι 

G(1) 1 G(1) 1

f(1) 1 f(1) 1

f (1) f (1) 2
1

2


 = =
 
− =  = −  
   = =


 

Είναι G(1) 0  άρα G(x) 0  για κάθε ( ) +x 0,  

Είναι f(1) 0  άρα f(x) 0  για κάθε ( ) +x 0,  

Είναι  f (1) 0  άρα  f (x) 0  για κάθε ( ) +x 0,  

Για κάθε ( ) +x 0,  είναι G(x) f(x) 0 =  . Άρα η G γνησίως είναι φθίνουσα στο ( )0,+  

Για κάθε ( ) +x 0,  είναι  f (x) 0 . Άρα η f γνησίως είναι αύξουσα στο ( )0,+ . 

Δ2. Έστω ( )
2

2
1 1
I f (x) G(x)f (x) dx= +  

Είναι ( )
2

1 1
I f(x)f(x) G(x)f (x) dx= + =  

( ) ( )
2 2

1 1
f(x)G (x) G(x)f (x) dx f(x)G(x) dx = + = =   

 
f(1) 1

2

1 G(1) 1
f(x)G(x) f(2)G(2) f(1)G(1) f(2)G(2) 1

=−

=
= = − = +  

Έστω 
2

2 2

2 2 21 1

f (x)G(x) f (x) f (x)G(x)
I 1 dx dx

f (x) f (x)

 − 
= − = = 

 
   

2 2

2 21 1

f(x)f(x) f (x)G(x) G (x)f(x) f (x)G(x)
dx dx

f (x) f (x)

  − −
= = =   
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2
2

1
1

G(x) G(x) G(2) G(1) G(2)
dx 1

f(x) f(x) f(2) f(1) f(2)

   
= = = − = +   

   
  

Ισχύουν 1

2

7 1
f(2)G(2) 1 f(2)G(2)7

I 8 8
8

G(2) G(2)
1 1 2I 1

f(2) f(2)

 
+ = = −  =  

    
  + = − = −= −

 

 




= −  − = − =  

    
  = − = − =  

2 2 f(2) 0

1
1 1 f(2)

2f (2) f (2) 4
8 16

1
G(2) 2f(2) G(2) 2f(2) G(2)

2

 

Δ3. Αρκεί να αποδείξουμε ότι έχει ρίζα στο ( )1,2  η εξίσωση 

 
− 
 − = 

2

2

πx
πf (x)ημ

2
f (x) f (x)G(x)

2
 

2 ππx
f(x)f(x) f (x)G(x) f (x)ημ

2 2

 
− = −   

 
 

2

G (x)f(x) f (x)G(x) πx πx G(x) πx
ημ συν

f (x) 2 2 f(x) 2

  −       
= −   =       

      
 

( )
G(x) πx G(x) πx

συν 0 συν 0 1
f(x) 2 f(x) 2

     
 − =  − =    

    
 

Θεωρούμε την συνάρτηση  = − 
G(x) πx

g(x) συν , x 1,2
f(x) 2

 

Η εξίσωση ( )1  ισοδύναμα γράφεται ( ) =g (x) 0 2  

Η g είναι συνεχής στο  1,2  ως αποτέλεσμα πράξεων συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη στο 

( )1,2  ως αποτέλεσμα πράξεων παραγωγίσιμων συναρτήσεων. 

Είναι = − = − = −
−

G(1) π 1
g(1) συν 0 1

f(1) 2 1
 

= −
G(2) 2

g(2) συν
f(2)

π

2
= + = − + = −

−

1

2 1 2 1 1
1

4

 

Άρα =g(1) g(2)  

Η g ικανοποιεί τις συνθήκες του θ. Rolle στο  1,2  και επομένως η ( )2  έχει ρίζα στο ( )1,2 . 
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Δ4. α) Η f ως γνησίως μονότονη είναι και "1 1"−  άρα αντιστρέφεται και ( ) ( )− = = −1 ff
D f D ,0  

Για κάθε − 11 2 f
x , x D  με 1 2x x  έχουμε: 

( ) ( )
f γνησίως αύξουσα στο (0, )

1 1 1 1
1 2 1 2 1 2x x f f (x ) f f (x ) f (x ) f (x )

+
− − − −       

Άρα f–1 γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού της. 

β) Στο 
f(2)

1

f(1)
f (x)dx−

  θέτουμε 1u f (x)−= . Τότε x f(u)= . 

Είναι dx f (u)du=  

Για x f(1)=  έχουμε: 
f "1 1"

x f(1) f(u) f(1) u 1
−

=  =  =  

Για x f(2)=  έχουμε: 
f "1 1"

x f(2) f(u) f(2) u 2
−

=  =  =  

Άρα 
f(2) 2 2

1

f(1) 1 1
f (x)dx uf (u)du xf (x)dx−  = =    

Έτσι έχουμε: 

( )
2 f(2) 2 2 2

1

1 f(1) 1 1 1
f(x)dx f (x)dx f(x)dx xf (x)dx f(x) xf (x) dx−  + = + = + =      

  ( )  
2 2 2

11 1
(x) f(x) xf (x) dx xf(x) dx xf(x) 2f(2) 1f(1) + = = = − =   

( )
1 1 1

2 1 1
4 2 2

 
=  − − − = − + = 

 
 

γ) Η 1f−  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστημα ( ) 1f
,0 D −− =  άρα 

( )1

1 1 1 1 1
ff x xx 0 x 0

f D lim f (x), lim f (x) D lim f (x), lim f (x)−
− −

− − − − −

→ − → −→ →

   =  =    
   

 

( )

1

x1 1

1x x 0

x 0

lim f (x) 0
0, lim f (x), lim f (x)

lim f (x)−

−

−

→ −− −

−→ − →

→

 =
  + =   

= +  
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Δ5. 1ος τρόπος 

Θα αποδείξουμε ότι 
101 100

2 3
f(x)dx f(x)dx    

3 100

2 3
f(x)dx f(x)dx + 

101 100

100 3
f(x)dx f(x)dx+  

3 101

2 100
f(x)dx f(x)dx 0 +    

Είναι f(x) 0  για κάθε  x 2,3  άρα ( )
3

2
f(x)dx 0 3  

Είναι f(x) 0  για κάθε  x 100,101  άρα ( )
101

100
f(x)dx 0 4  

Προσθέτοντας τις ( )3  και ( )4  κατά μέλη προκύπτει 
3 101

2 100
f(x)dx f(x)dx 0+   . 

2ος τρόπος 

Θα αποδείξουμε ότι 
101 100

2 3
f(x)dx f(x)dx    

   
101 100 101 100

2 32 3
G (x)dx G (x)dx G(x) G(x)        

G(101) G(2) G(100) G(3) G(101) G(100) G(2) G(3) −  −  −  −  

Είναι 
( )

( )
G γνησίως φθίνουσα στο 0,

101 100 G(101) G(100) G(101) G(100) 0 5
+

    −   

Είναι 
( )

( )
G γνησίως φθίνουσα στο 0,

2 3 G(2) G(3) G(2) G(3) 0 6
+

    −   

Από τις ( )5  και ( )6  προκύπτει G(101) G(100) G(2) G(3)−  − . 
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