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Θέμα Β 

 

Β.1  Επειδή η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  R , ισχύει ότι είναι συνεχής και στο  𝑥𝑜 = 1 . Έτσι, έχουμε: 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) = lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) 

 

 lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

1−𝑥

2−√5−𝑥
= lim

𝑥→1−

1−𝑥

2−√5−𝑥
∙

2+√5−𝑥

2+√5−𝑥
= lim

𝑥→1−

(1−𝑥)∙(2+√5−𝑥)

4−(5−𝑥)
= lim

𝑥→1−

(1−𝑥)∙(2+√5−𝑥)

𝑥−1
= 

= − lim
𝑥→1−

(2 + √5 − 𝑥) = −4 . 

 

 𝑓(1) = 𝛽 <=> 𝜷 = −𝟒 . 

 

 lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

[ln(2𝑥 − 𝑎) + 𝛽] = lim
𝑥→1+

[ln(2𝑥 − 𝑎) − 4] = ln(2 − 𝑎) − 4  . 

 

Πρέπει  ln(2 − 𝑎) − 4 = −4 => ln(2 − 𝑎) = 0 => 2 − 𝑎 = 1 => 𝒂 = 𝟏  . 

 

B.2  Για  𝑥 > 1, έχουμε ότι  𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) = ln(2𝑥 − 1) − 4 , 𝜇𝜀  𝑥𝜖(1, +∞) . 

𝐷ℎ = {𝑥 ≠ 0   & 
1

𝑥
> 1} = {𝑥 ≠ 0    &     𝑥 > 0  𝜇𝜀 𝑥 < 1 } = (0,1) 

Όπου  ℎ(𝑥) = 𝜑 (𝑔(𝑥)) = ln(2𝑔(𝑥) − 1) − 4 = ln (2 ∙
1

𝑥
− 1) − 4 = ln (

2

𝑥
− 1) − 4 . 

 

B.3  Για κάθε  𝑥1, 𝑥2𝜖(0,1) 𝜇𝜀  𝑥1 < 𝑥2  ⇔  
2

𝑥1
>

2

𝑥2
 ⇔

2

𝑥1
− 1 >

2

𝑥
− 1 ⇔ ln (

2

𝑥1
− 1) > ln (

2

𝑥2
− 1) ⇔ 

⇔ ln (
2

𝑥1
− 1) − 4 > ln (

2

𝑥2
− 1) − 4 ⇔ ℎ(𝑥1) > ℎ(𝑥2) . 

Άρα η  h(x) είναι γνησίως φθίνουσα στο  (0, 1) . 

 

B.4  Αφού η  h(x)  είναι γνησίως μονότονη συνάρτηση στο  (0, 1) , τότε είναι συνάρτηση  «1-1» και αντιστρέφεται. 

Για την εύρεση της αντιστρόφου, ορίζουμε  𝑦 = ℎ(𝑥)  με το Π.Ο της  ℎ−1(𝑥)  να ισοδυναμεί με το  ℎ(𝐷) . 
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 
0 0

2
lim ( ) lim[ln( 1) 4] lim [ln 4]
x x u

h x u
x  

        

 

Διότι  θέτω 
2

1u
x

     και καθώς   𝑥 → 0+, 𝜏𝜊  𝑢 →  +∞ . 

 

 lim
𝑥→1

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→1−

[𝑙𝑛 (
2

𝑥
− 1) − 4] = 𝑙𝑛1 − 4 = −4 . 

 

Άρα, προκύπτει ότι  ( ) ( 4, )hh D     οπότε και το Π.Ο της αντίστροφης συνάρτησης είναι   𝐷ℎ−1 = (−4, +∞) . 

 

𝑦 = ℎ(𝑥)  ⇔ 𝑦 = ln (
2

𝑥
− 1) − 4 ⇔ 𝑦 + 4 = ln (

2

𝑥
− 1) ⇔ 𝑒𝑦+4 =

2

𝑥
− 1 ⇔ 𝑒𝑦+4 + 1 =

2

𝑥
⇔

𝑒𝑦+4 + 1

2
=

1

𝑥
 ⇔ 

⇔ 𝑥 =
2

𝑒𝑦+4 + 1
 ⇔ ℎ−1(𝑦) =

2

𝑒𝑦+4 + 1
 

 

Όπου με αλλαγή συμβολισμού έχουμε:  ℎ−1(𝑥) =
2

𝑒𝑥+4+1
  , 𝑥𝜖(−4, +∞)  . 

  

Β.5  Η τιμή 2023 ανήκει στο σύνολο τιμών της  ℎ(𝑥) . Άρα, αφού 2023 ( )hh D τότε υπάρχει τουλάχιστον  

ένα  𝑥𝑜 ∈ (0,1)  τέτοιο ώστε  ℎ(𝑥𝑜) = 2023 . 

Λόγω μονοτονίας της  h(x)  [γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  (0, 1)]  η τιμή  𝑥𝑜  είναι μοναδική. 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.α)Έστω ότι η f  δεν είναι γνησίως αύξουσα στο  .Τότε θα υπάρχουν 
1 2,x x   με 

1 2x x  τέτοια ώστε: 

1 2( ) ( )(1)f x f x .Ακόμα: 
1 2 1 2( ) ( ) ln ( ) ln ( )(2)f x f x f x f x   .Από (1) (2) έχουμε: 

1 1 2 2 1 2 1 2( ) ln ( ) ( ) ln ( ) 1 1f x f x f x f x x x x x          άτοπο,άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα. 

 

 β)Αφού η f  είναι γνησίως αύξουσα τότε είναι και 1-1 άρα αντιστρέφεται.Για να βρούμε τον τύπο της 

αντίστροφης θέτουμε ( )y f x .Τότε: ( ) ln ( ) 1 ln 1 ln 1f x f x x y y x x y y           ,άρα 

1( ) ln 1f x x x    .Η 1f   έχει πεδίο ορισμού το σύνολο τιμών της f ,δηλαδή το (0, ) . 

 

Γ2.Προφανώς 1(1) 1 ln1 1 0f       και επειδή η 1f   είναι γνησίως αύξουσα αφού για κάθε 1 2, (0, )x x    

με 1 2 1 2ln lnx x x x    οπότε με πρόσθεση κατά μέλη των δύο αυτών σχέσεων έχουμε: 

1 1

1 1 2 2 1 2ln 1 ln 1 ( ) ( )x x x x f x f x        .Άρα η 1f   είναι γνησίως αύξουσα και η ρίζα 1x   είναι 

μοναδική ρίζα της εξίσωσης 1( ) 0f x  ,δηλ. 1(1) 0f   . 

 

Γ3.α)Αφού 1(1) 0 (0) 1f f    ,οπότε: 
'0 0 0

1
lim lim lim ,

( ) (0)( ) 1 ( ) (0) (0)x x x

x
x x x

f x ff x f x f f

x


 

  
  

 
αφού η 

f  είναι παραγωγίσιμη στο  ,άρα και στο 0.Για να βρούμε το ' (0)f  παραγωγίζουμε την σχέση: 

( ) ln ( ) 1,f x f x x x     οπότε έχουμε: 

' '(0) 1
' ' ' '( ) (0) 1
( ) 1 (0) 1 2 (0) 1 (0)

( ) (0) 2

ff x f
f x f f f

f x f



          . 

Άρα 
'0

1 1
lim 2

1( ) 1 (0)

2

x

x

f x f




  


 

 

β)Αφού η f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο   και έχει σύνολο τιμών το (0, )  τότε: 

lim ( ) 0
x

f x


 .Επομένως ισχύει: ( ) ( ) ( )f x x f x x f x     ,για κάθε x  και αφού 

lim ( ) 0
x

f x


   και lim ( ) 0
x

f x


  τότε με το κριτήριο παρεμβολής έχουμε lim[ ( ) ] 0
x

f x x


  . 
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Γ4.α)Θεωρούμε την συνάρτηση: 1( ) ( ) ln 1x xh x f x e x x e         ορισμένη στο (0, ) .Παρατηρούμε 

ότι: 
0 0

lim ( ) lim( ln 1 )x

x x
h x x x e

 



 
      ,άρα θα υπάρχει 0a   τέτοιο ώστε ( ) 0h a  ,ομοίως 

lim ( ) lim ( ln 1 )x

x x
h x x x e

 
      ,άρα θα υπάρχει 0a    τέτοιο ώστε ( ) 0h   .Θεωρούμε την 

συνάρτηση: 

( ) ln 1 xh x x x e     ορισμένη στο [ , ] (0, )    και εφαρμόζουμε θεώρημα Bolzano.Προφανώς η 

συνάρτηση  h  είναι συνεχής στο [ , ]   ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και ισχύει ( ) ( ) 0h h   ,άρα 

θα υπάρχει ένα τουλάχιστον 0 ( , ) (0, )x      ώστε 0

0 0 0( ) 0 ln 1 0
x

h x x x e


      .Το 
0x  αυτό 

είναι μοναδικό γιατί η h  είναι γνησίως αύξουσα στο (0, )  αφού για 1 2, (0, )x x    με 

1 2 1 2ln lnx x x x    και  

1 2

1 2

x x
x x e e

 
      οπότε: 1 2( ) ( ) (0, )h x h x h    . 

 

β)Για να συμβεί αυτό θα πρέπει να δείξουμε ότι η εφαπτομένη της GC  στο 0 0( , ( ))x G x  θα πρέπει να έχει 

συντελεστή διεύθυνσης τον αριθμό '

0( ) 1
4

G x


  .Πράγματι: 

2
' 2 21
( ) ln 1 ln 1

2 2

( ln 1 ) 1

x x x x

x

x x
G x x x x x e xe e x x x x xe

x

x x x e

   



                 

    

 

Αλλά από το Γ4.α) δείξαμε ότι υπάρχει μοναδικό 0 (0, )x    ώστε 0

0 0ln 1 0
x

x x e


    ,άρα: 

0' '

0 0 0 0 0 0( ) ( ln 1 ) 1 ( ) 0 1 1
4

x
G x x x x e G x x




            . 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Ισχύει f (x) 0  για κάθε x . 

Επιπλέον η f ως παραγωγίσιμη στο   είναι και συνεχής στο  . 

Άρα η f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο   και επειδή f (0) 1 0   έχουμε ότι f (x) 0  για κάθε x . 

Είναι gD    

Η g είναι παραγωγίσιμη στο   ως αποτέλεσμα πράξεων παραγωγίσιμων συναρτήσεων με: 

         2 2 2xg (x) x 1 f (x) x 1 f (x) 8 x 4 e 4
            

   2 2x2xf (x) x 1 f (x) 8 4e 2x 0        

 2 2x2xf (x) x 1 f (x) 8 8e      

Άρα η g παραγωγίζεται στο 0 και  g (0) 0 f (0) 8 8 g (0) f (0) 1          

Βρίσκουμε το f (0)  

Η f είναι άρτια άρα για κάθε x  ισχύει f ( x) f (x)   οπότε: 

     f ( x) f (x) f ( x) x f (x) f ( x) f (x)                 

 f ( x) f (x) 2     ,   (Η f   είναι περιττή) 

Η  2  για x 0  γίνεται f (0) f (0) f (0) f (0) 0 2f (0) 0             

 1

f (0) 0 g (0) 0      

Δ2. Γνωρίζουμε ότι  
g(0) 1 (0)

x 0 x 0

g(x) (x) 1 g(x) (x) g(0) (0)
lim 1 lim 1

x x

 

 

    
     

 
x 0

(x) (0)
lim 1 3

x 0

 
 


,  όπου (x) g(x) (x)   , x . 

Η g παραγωγίζεται στο 0 με g (0) 0  . 

Η φ παραγωγίζεται στο 0 

Άρα η Κ παραγωγίζεται στο 0 ως γινόμενο παραγωγίσιμων στο 0 συναρτήσεων με: 
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(0) g (0) (0) g(0) (0) (0) 0 1 1 (0) (0) (0)                       

 3

x 0

(x) (0)
lim (0) (0) 1

x 0

 
      


 

Έστω ε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της φ στο σημείο Μ 

Είναι ε:    
(0) 1 (0)

y (0) (0) x 0 y 1 x y x 1 4
   

           

Για x 0  η  4  γίνεται y 1  

Άρα η ε τέμνει τον άξονα y y  στο σημείο  0,1  

Για y 0  η (4)  γίνεται 0 x 1 x 1      

Άρα η ε τέμνει τον άξονα x x  στο σημείο  N 1,0  

Η ε σχηματίζει με τους άξονες το τρίγωνο ΟΛΝ (Ο η αρχή των αξόνων) και είναι: 

 

 

1 1

1 1

   

   

  άρα        οπότε το τρίγωνο ΟΛΝ είναι ισοσκελές. 

Δ3. Για κάθε hx D   είναι       
f (x) 0 xx ln f (x) x ln f (x)

h(x) f (x) e e


    

Η h είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων με: 

               
xx ln f (x) f (x)

h (x) e x ln f (x) h(x) x ln f (x) x ln f (x) f (x) ln f (x) x
f (x)

             
 

Δ4. Ισχύει h(x) 0  για κάθε x . 

Έστω δ η ευθεία. Είναι δ: y x   

Τα Α και Β είναι σημεία της δ άρα 
1

2

1

x 0
11 1

x 0
2 2 2

2

h(x )

xh(x ) x

h(x ) x h(x )

x






   

 
    



 

Άρα 
2 2x h(x ) 0

1 21 2
1 2 2 1

1 2

x h(x )h(x ) h(x )
x h(x ) x h(x )

x x



   
2 2x h(x )

2x


1

2

h(x )

x
 1 1

2 22

x h(x )
5

x h(x )h(x )
   

α) Είναι 
 5

1 1

2 2

h(x ) x
0 0

h(x ) x
    

β) 1ος τρόπος 

Είναι 
 

 
   

1 1

1 1 2 2

2 2

x ln f (x )
x ln f (x ) x ln f (x )1 1 1 1

x ln f (x )

2 2 2 2

x h(x ) x xe
e

x h(x ) x xe


       
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       1 1 2 2x ln f (x ) x ln f (x )1 1
1 1 2 2

2 2

x x
ln ln e ln x ln f (x ) x ln f (x )

x x


      

2ος τρόπος 

Από την  5  έχουμε:    1 1 1
1 2

2 2 2

x h(x ) x
ln ln ln ln h(x ) ln h(x )

x h(x ) x
      

       1 1 2 2x ln f (x ) x ln f (x )1 1
1 1 2 2

2 2

x x
ln ln e ln e ln x ln f (x ) x ln f (x )

x x
       

Δ5. Για κάθε x  είναι (x)h(x) e  και (x)h (x) e (x) h(x) (x)       

α) Είναι 2 2 2 2h (x ) 0 h(x ) (x ) 0 (x ) 0          

β) Είναι 
 5

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

h (x ) h(x ) (x ) h (x ) h(x ) (x ) h (x ) x (x )

h (x ) h(x ) (x ) h (x ) h(x ) (x ) h (x ) x (x )

       
      

       
 

2 1 1

1 2 2

x h (x ) (x )

x h (x ) (x )

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Επιμέλεια απαντήσεων: 


