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ΘΕΜΑ Α 

 

Α1.Έστω μια συνάρτηση f  η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα  [ , ]  .Να 

αποδείξετε ότι αν: 

 ) η f  είναι συνεχής στο [ , ]   και 

 ) ( ) ( )f f   

Τότε για κάθε αριθμό η μεταξύ των ( ), ( )f f   υπάρχει ένας τουλάχιστον 0 ( , )x     τέτοιος 

ώστε 0( )f x  .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     

                                                                                                                                              

 

Α2.Πότε μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα [ , ]   του πεδίου 

ορισμού της?                                                                                                                                                       

 

 

 

 

Α3. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις που ακολουθούν,γράφοντας στο τετράδιο σας  

δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση,τη λέξη σωστό ,αν η πρόταση είναι σωστή 

και τη λέξη λάθος αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 
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α)Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ,f f  είναι συμμετρικές μεταξύ τους ως προς τον 

άξονα 'y y .                                                                                                                                     

β)Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 
f

g
 είναι η τομή των πεδίων ορισμού Α και Β των 

συναρτήσεων f  και g  αντίστοιχα.                                                                                                                                        

γ)Αν 
0

lim ( ) 0
x x

f x


 ,τότε ( ) 0f x   κοντά στο 
0x                                                                        

δ)Για οποιεσδήποτε συναρτήσεις  f , g  που έχουν όριο πραγματικό αριθμό στο 0x ,αν 

( ) ( )f x g x  κοντά στο 
0x ,τότε 

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
 

                                                               

ε)Κάθε συνεχής συνάρτηση f  διατηρεί σταθερό πρόσημο σε κάθε ένα από τα διαστήματα στα 

οποία οι διαδοχικές ρίζες της χωρίζουν το πεδίο ορισμού της                                                                                           

                                                                                                                  10 μονάδες 
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ΘΕΜΑ  Β 

 

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  𝒇: 𝑹 → 𝑹  για την οποία ισχύει: 

 

 

𝑓(𝑥) =

{
  
 

  
 

1 − 𝑥

2 − √5 − 𝑥
 ,        𝑥 < 1
 
 

                 𝛽       ,            𝑥 = 1
 

ln(2𝑥 − 𝛼) + 𝛽 , 𝑥 > 1

 

 

 

B.1  Να αποδείξετε ότι  𝜷 = −𝟒    𝜅𝛼𝜄    𝜶 = 𝟏 . 

(Μονάδες  5) 

 

 

Για  𝜶 = 𝟏   𝜅𝛼𝜄   𝜷 = −𝟒  , θεωρούμε τη συνάρτηση  𝝋(𝒙) = 𝒇(𝒙)  𝛾𝜄𝛼  𝒙 ∈ (𝟏,+∞) 
 

 

Β.2  Να βρείτε τη συνάρτηση  𝒉 = 𝝋𝝄𝒈  όπου  𝒈(𝒙) =
𝟏

𝒙
   .  

(Μονάδες  5) 

 

Β.3  Για τη συνάρτηση  𝒉(𝒙) = 𝒍𝒏(
𝟐

𝒙
− 𝟏) − 𝟒,  να δείξετε ότι είναι γνησίως φθίνουσα στο 

διάστημα  (0, 1) . 
(Μονάδες  5) 

 

Β.4  Να δείξετε ότι η  𝒉  αντιστρέφεται και να προσδιορίσετε την  𝒉−𝟏  . 
(Μονάδες  5) 

 

 

Β.5  Να δείξετε ότι η εξίσωση  𝒉(𝒙) = 𝟐𝟎𝟐𝟑  έχει ακριβώς μία λύση στο  (0,1) . 
(Μονάδες  5) 
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ΘΕΜΑ Γ 

Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f  ορισμένη στο   που έχει σύνολο τιμών το (0, )  και 

ικανοποιεί την σχέση: ( ) ln ( ) 1f x f x x   ,για κάθε x . 

 

Γ1.Να δείξετε ότι: 

α)Η f  είναι γνησίως αύξουσα στο                                                                                                  (μονάδες 3) 

β)Η f  αντιστρέφεται και να βρεθεί η αντίστροφή της.                                                                   (μονάδες 3)  

 

Γ2.Αν 1( ) ln 1f x x x    , (0, )x   να δείξετε ότι η συνάρτηση 1f   έχει μοναδική ρίζα την 1x  . 

                                                                                                                                                                      (μονάδες 3) 

 

Γ3.Να υπολογίσετε τα όρια: 

α) 
0

lim
( ) 1x

x

f x



 
 (μονάδες 4)                  και                        β) lim[ ( ) ]

x
f x x


                 (μονάδες 4) 

 

Γ4. Να δείξετε ότι: 

α)Η εξίσωση 1( ) xf x e   έχει μοναδική λύση 0x  με 0 (0, )x                                  (μονάδες 4) 

 β)Να δείξετε ότι η συνάρτηση 
3 2 2 2

( ) ln
3 2 4 2

x xx x x x
G x x xe e x         έχει εφαπτομένη που 

σχηματίζει γωνία 045  με τον άξονα 'x x  στο σημείο 0 0( , ( ))x G x ,όπου 0x  η μοναδική λύση του 

ερωτήματος    Γ4.α)                                                                                                                                (μονάδες 4) 
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ΘΕΜΑ Δ 

 

Έστω άρτια παραγωγίσιμη συνάρτηση f :  τέτοια ώστε f (x) 0  για κάθε x  και 

f (0) 1  και η συνάρτηση  2 2xg(x) x 1 f (x) 8x 4e 4     .  

Επιπλέον θεωρούμε την παραγωγίσιμη στο 0 συνάρτηση :   τέτοια ώστε (0) 1   και 

x 0

g(x) (x) 1
lim 1

x

 
  

Δ1. Να αποδείξετε ότι f (x) 0  για κάθε x  

2 μονάδες 

και ότι η g παραγωγίζεται στο 0 με g (0) 0  . 

4 μονάδες 

Δ2. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  συνάρτησης φ στο σημείο 

 M 0, (0)  σχηματίζει με τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο. 

4 μονάδες 

Δίνεται η συνάρτηση  
x

h(x) f (x) , x . 

Δ3. Να αποδείξετε ότι η h είναι παραγωγίσιμη και να βρεθεί η h . 

3 μονάδες 

Δ4. Μια μη κατακόρυφη ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων τέμνει την γραφική 

παράσταση της h σε δύο σημεία  1 1x ,h(x )  και  2 2x ,h(x )  με  1 2 1 2x , x x x  . 

Να αποδείξετε ότι: 

α) 1

2

x
0

x
  

2 μονάδες 

β)    1
1 1 2 2

2

x
ln x ln f (x ) x ln f (x )

x
   

4 μονάδες 

Θεωρούμε την συνάρτηση  (x) x ln f (x) 
 

 

 

 

Δ5. Αν επιπλέον 2h (x ) 0   να αποδείξετε ότι: 
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α) 
2(x ) 0   

2 μονάδες 

β) 2 1 1

1 2 2

x h (x ) (x )

x h (x ) (x )

 


 
                                                                                                                                  

4 μονάδες 

 

 

 

 

 

 

 


