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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 1 

ΘΕΜΑ 2 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται η συνάρτηση 

  xf(x) e 1, x . 

α) Να αποδείξετε ότι αντιστρέφεται. 

(Μονάδες 7) 

β) Να βρείτε την 1f . 

(Μονάδες 9) 

γ) Στο διπλανό σχήμα δίνεται η 

γραφική παράσταση της συνάρτησης 

f. Να σχεδιάσετε τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης  1f . 

   (Μονάδες 9) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 1 

ΘΕΜΑ 2 

ΛΥΣΗ 

α) Για κάθε 1 2x , x με 1 2x x έχουμε: 

      1 2 1 2x x x x
1 2e e e 1 e 1 f(x ) f(x )  

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο , οπότε είναι 1 1, άρα αντιστρέφεται.  

β) Αν f(x) y , τότε έχουμε: 

    
         

    

x x
x ln(y 1) x ln(y 1)

f(x) y e 1 y e y 1
y 1 0 y 1

 

Άρα     1f (x) ln(x 1), x 1 . 

γ) Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 1f, f  είναι συμμετρικές ως προς την y x , 

οπότε η γραφική παράσταση της 1f  προκύπτει αφού φέρουμε την διχοτόμο y x  και 

θεωρήσουμε τη συμμετρική της fC , όπως φαίνεται στο σχήμα που ακολουθεί.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχόλιο 

Στο σχήμα φαίνεται και μια εναλλακτική προσέγγιση του ερωτήματος, αφού η γραφική 

παράσταση της 1f , με βάση τον τύπο της, μπορεί να προκύψει από μετατόπιση της  y lnx  

κατά μια μονάδα προς τα αριστερά. 

Σε κάθε περίπτωση, αποδεικνύεται ότι οι γραφικές παραστάσεις των 1f, f  έχουν κοινή 

εφαπτομένη την διχοτόμο y x . 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 2 

ΘΕΜΑ 2 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται η συνάρτηση   f(x) x 1, x 0 . 

α) Να αποδείξετε ότι αντιστρέφεται. 

(Μονάδες 7) 

β) Να βρείτε την 1f . 

(Μονάδες 9) 

Έστω     1 2f (x) (x 1) , x 1  

γ) Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις γραφικές παραστάσεις των 1f, f . 

(Μονάδες 9) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 2 

ΘΕΜΑ 2 

ΛΥΣΗ 

α) Για κάθε  1 2x , x [0, )  με 1 2f(x ) f(x )  ζχουμε: 

      1 2 1 2 1 2x 1 x 1 x x x x  

Άρα η f είναι «1-1», οπότε αντιςτρζφεται.  

β) Αν f(x) y , με x 0  τότε ζχουμε: 

  
     

    
     

2

2
x (y 1)

x (y 1)x y 1
x 0

y 1x 0
y 1 0

 

Άρα,     1 2f (x) (x 1) , x 1 . 

γ) Η γραφική παράςταςη τησ f προκφπτει από μετατόπιςη τησ γραφικήσ παράςταςησ τησ 

1f (x) x  κατά μια μονάδα προσ τα κάτω, 

ενώ η γραφική παράςταςη τησ 1f  προκφ-

πτει, είτε από μετατόπιςη του αντίςτοιχου 

τμήματοσ τησ γραφικήσ παράςταςησ τησ 

 2
2f (x) x  κατά μια μονάδα αριςτερά, είτε 

ωσ ςυμμετρική τησ γραφικήσ παράςταςησ 

τησ  f(x) x 1  ωσ προσ την διχοτόμο 

y x , όπωσ φαίνεται ςτο διπλανό  ςχήμα. 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 3 

ΘΕΜΑ 2 

ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)2 −  1 , 𝑥 ≤ 1. 

α) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (−∞, 1]. 

(Μονάδες 9) 

β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓. 

(Μονάδες 8) 

 

γ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει η συνάρτηση 𝑓−1 και να μεταφέρετε στην κόλλα σας ή στο 

φύλλο απαντήσεων το παρακάτω σχήμα με την γραφική παράσταση της 𝑓 και το οποίο να 

συμπληρώσετε με την γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓−1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(Μονάδες 8) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 3 

ΘΕΜΑ 2 

ΛΥΣΗ 

α) Έστω 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝛥 = (−∞, 1] με 𝑥1 <  𝑥2 ≤ 1, άρα 𝑥1 − 1 <  𝑥2 − 1 ≤ 0, οπότε  

(𝑥1 − 1)2 > (𝑥2 − 1)2 άρα και (𝑥1 − 1)2 − 1 > (𝑥2 − 1)2 − 1, οπότε 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2) για 

κάθε 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝛥 = (−∞, 1] με 𝑥1 <  𝑥2. 

Χρησιμοποιήσαμε τις ιδιότητες:  

𝛼 < 𝛽 < 0 ⇒ −𝛼 > −𝛽 > 0 ⇒ (−𝛼)2 > (−𝛽)2 ⇒ 𝛼2 > 𝛽2. 

Εναλλακτικά, καθώς η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική, έχουμε  

𝑓′(𝑥) = 2(𝑥 − 1)(𝑥 − 1)′ − (1)′ = 2(𝑥 − 1) ∙ 1 − 0 = 2(𝑥 − 1) < 0 για κάθε 𝑥 ∈ (−∞, 1). 

Αλλά η 𝑓 είναι συνεχής ως πολυωνυμική στο διάστημα (−∞, 1], άρα η 𝑓 θα είναι γνησίως 

φθίνουσα στο (−∞, 1]. 

β) Επειδή η 𝑓 είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο (−∞, 1], για το σύνολο τιμών θα 

έχουμε: 𝑓((−∞, 1]) = [𝑓(1), lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)) = [−1, +∞), καθώς  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥2 − 2𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥2 = +∞.  

γ) Αφού η συνάρτηση 𝑓 είναι γνησίως μονότονη, άρα θα είναι και «1 − 1», επομένως θα 

υπάρχει η συνάρτηση 𝑓−1.  

Γνωρίζουμε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 𝑓 και 𝑓−1είναι συμμετρικές ως 

προς την ευθεία 𝑦 = 𝑥.  

Επίσης, το σύνολο τιμών της 𝑓 είναι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 𝑓−1. 

Επομένως, με προσεκτική χάραξη, παίρνουμε το παρακάτω σχήμα.  
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 3 

ΘΕΜΑ 2 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 4 

ΘΕΜΑ 2 

ΘΕΜΑ 2 

Έςτω ςυνάρτηςη f  γνηςίωσ μονότονη ςτο  τησ οποίασ η γραφική τησ παράςταςη 

διζρχεται από τα ςημεία (3,0)  και (0,8) . 

α) Να αποδείξετε ότι η f  είναι γνηςίωσ φθίνουςα ςτο . 

(Μονάδεσ 7) 

β) Να βρείτε για ποιεσ τιμζσ του x  η 
fC  είναι κάτω από τον άξονα xx  και για ποιεσ 

είναι πάνω από τον xx . 

(Μονάδεσ 8) 

γ) Να λφςετε την ανίςωςη (ln ) 0f x   

(Μονάδεσ 10) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 4 

ΘΕΜΑ 2 

ΛΥΣΗ 

α) Η ςυνάρτηςη f  είναι γνηςίωσ μονότονη ςτο  οπότε είναι ή γνηςίωσ αφξουςα 

ςτο  ή γνηςίωσ φθίνουςα ςτο .  

Επίςησ διζρχεται από τα ςημεία (3,0)  και (0,8)  οπότε (3) 0f   και (0) 8f  . 

Αφοφ 3 0  και (3) (0)f f  η ςυνάρτηςη f  δεν είναι γνηςίωσ αφξουςα και άρα 

είναι γνηςίωσ φθίνουςα ςτο .  

β) Το ςημείο (3,0)  τησ 
fC  είναι πάνω ςτον άξονα xx . 

Για κάθε 3x   δεδομζνου ότι f  είναι γνηςίωσ φθίνουςα ςτο , είναι 

( ) (3) ( ) 0f x f f x    που ςημαίνει ότι η 
fC  είναι πάνω από τον άξονα xx . 

Για κάθε 3x   δεδομζνου ότι f  είναι γνηςίωσ φθίνουςα ςτο , είναι 

( ) (3) ( ) 0f x f f x    που ςημαίνει ότι η 
fC  είναι κάτω από τον άξονα xx . 

γ) Με 0x   ζχουμε ιςοδφναμα  

3

(ln ) 0

(ln ) (3)

ln 3

0

f

f x

f x f

x

x e

 

 

 

 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 5 

ΘΕΜΑ 2 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται οι ςυναρτήςεισ ( ) ln( 1)f x x   και 
1

( )
1

g x
x




. 

α) Να εξετάςετε αν υπάρχουν τα παρακάτω όρια αιτιολογώντασ την απάντηςή ςασ. 

i. 
1

lim ( )
x

f x


 

(Μονάδεσ 7) 

ii.
1

lim ( )
x

g x


 

(Μονάδεσ 8) 

β) Να βρείτε  

i. το πεδίο οριςμοφ τησ f g
 

(Μονάδεσ 4) 

ii.το 
1

lim( ( ) ( ))
x

f x g x


 . 

(Μονάδεσ 6) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 5 

ΘΕΜΑ 2 

Λφςθ  

α) Για να ορίηεται θ ( ) ln( 1)f x x   θα πρζπει 1x  , ενώ για να ορίηεται θ 

1
( )

1
g x

x


  
θα πρζπει 1x  . Συνεπώσ (1, )fD  

 
και ( ,1) (1, )gD     . 

i. 
1

1 1 0
lim ( ) limln( 1) lim ln

x u

x x u
f x x u

  

 

  
    

 

ii. Η g  δεν ζχει όριο ςτο 1 διότι 
1 1

1
lim ( ) lim

1x x
g x

x  
  


  

αφοφ  
1

lim 1 0
x

x


 
 
και 1 0x   για 1x  , 

ενώ 
1 1

1
lim ( ) lim

1x x
g x

x  
  


  

αφοφ  
1

lim 1 0
x

x


 
 
και 1 0x   για 1x  . 

β)  

i. Tο πεδίο οριςμοφ τθσ f g  είναι το (1, )f g f gD D D     .
 

ii. Η ςυνάρτθςθ f g  ορίηεται για 1x  , οπότε το όριο τθσ ςτο 1 ταυτίηεται με το 

δεξιό πλευρικό τθσ όριο ςτο 1.  

Έχουμε ότι 
1 1

1
lim( ( ) ( )) lim(ln( 1) )

1x x
f x g x x

x 
     


  

διότι 
1

lim ln( 1)
x

x


    και 
1

1
lim

1x x
 


. 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 6 

ΘΕΜΑ 2 

ΘΕΜΑ 2  

Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης 𝑓, για την οποία 

γνωρίζουμε ότι είναι συνεχής και τέμνει τον άξονα x΄x σε ένα μόνο σημείο με τετμημένη −2  

και τον άξονα y’y σε ένα μόνο σημείο με τεταγμένη 2.  

 

 α) Από την γραφική παράσταση ή με οποιονδήποτε άλλο τρόπο, να προσδιορίσετε τα όρια:   

         i)  lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) 

        ii)  lim
𝑥→−2+

𝑓(𝑥) 

        iii) lim
𝑥→−2−

𝑓(𝑥) 

 (Μονάδες 12) 

   β) Να βρείτε τα όρια: 

     i) lim
𝑥→−2+

  
1

𝑓(𝑥)
  

                            (Μονάδες 6) 

     ii) lim
𝑥→−2−

𝑙𝑛(𝑓(𝑥))   

                            (Μονάδες 7) 

 

και να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.   
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 6 

ΘΕΜΑ 2 

ΛΥΣΗ 

α)  

    i) lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 2 

   ii) lim
𝑥→−2+

𝑓(𝑥) = 0 

  iii) lim
𝑥→−2−

𝑓(𝑥) = 0      

β)   

i) Επειδή lim
𝑥→−2+

𝑓(𝑥) = 0, με 𝑓(𝑥) < 0, καθώς το  x προσεγγίζει το −2  από με-

γαλύτερες τιμές  (x>-2), έχουμε lim
𝑥→−2+

  
1

𝑓(𝑥)
= −∞ .  

       

ii) Αν θέσουμε  𝑢 = 𝑓(𝑥), τότε lim
𝑥→−2−

𝑢= lim
𝑥→−2−

𝑓(𝑥) = 0, με 𝑓(𝑥) > 0  καθώς 

το  x προσεγγίζει το −2  από μικρότερες τιμές (x<-2) και  lim
𝑢→0+

 𝑙𝑛𝑢 = −∞, επο-

μένως  lim
𝑥→−2−

𝑙𝑛(𝑓(𝑥)) = −∞.  
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 7 

ΘΕΜΑ 2 

1 

 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται η γνησίως αύξουσα συνάρτηση      .  

α) Να λύσετε την ανίσωση            . 

(Μονάδες 08) 

β) Αν     , τότε να αποδείξετε ότι 

   
    

                      

(Μονάδες 09) 

γ) Να λύσετε την εξίσωση             . 

(Μονάδες 08) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 7 

ΘΕΜΑ 2 

1 

 

ΛΥΣΗ 

α) Επειδή η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα, έχουμε: 

          
  
                  . 

β) Είναι             
  
                            . 

Επιπλέον ισχύει ότι 

   
    

     

Επομένως, είναι: 

   
    

                      

γ) Αφού η συνάρτηση   είναι γνησίως αύξουσα, τότε είναι και “1 – 1”. Επομένως, έχουμε 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 8 

ΘΕΜΑ 2 

 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται η συνάρτηση       με τύπο            . 

α) Να αποδείξετε ότι η   είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού της. 

(Μονάδες 07) 

β) Ένα από τα παρακάτω σχήματα παριστάνει την γραφική παράσταση της συνάρτησης  . 

Να βρείτε ποιο είναι και να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

                     

 

(Μονάδες 07) 

γ)  

i. Να παραστήσετε γραφικά την συνάρτηση    . 

(Μονάδες 06) 

ii. Με τη βοήθεια της γραφικής παράστασης της συνάρτησης    , να βρείτε το πλήθος 

των ριζών της εξίσωσης              . 

(Μονάδες 05) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 8 

ΘΕΜΑ 2 

ΛΥΣΗ 

α) Έστω                 . Τότε 

 
     

  
    

 
    

       
       

         
                   

Επομένως, η   είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού της. 

Εναλλακτική απάντηση: 

Η συνάρτηση   είναι παραγωγίσιμη στο  , με               για κάθε     . 

Επομένως, η   είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού της. 

 

β) Παρατηρούμε ότι και οι τρεις γραφικές παραστάσεις διέρχονται από το σημείο       , το 

οποίο ανήκει στην γραφική παράσταση της συνάρτησης  , διότι       . Αλλά 

 Η συνάρτηση στο σχήμα 1 δεν μπορεί να αποτελεί την γραφική παράσταση της 

συνάρτησης  , διότι το πεδίο ορισμού της είναι το διάστημα       . 

 Η συνάρτηση στο σχήμα 2 δεν μπορεί να αποτελεί την γραφική παράσταση της 

συνάρτησης  , διότι είναι γνησίως φθίνουσα στο  . 

Επομένως, η   παριστάνεται γραφικά στο σχήμα 3. 

 

γ)  

i. Ως γνωστόν, η γραφική παράσταση της     αποτελείται από τα τμήματα της    που 

βρίσκονται πάνω στον άξονα    , πάνω από τον άξονα    , καθώς επίσης και από τα 

συμμετρικά, ως προς τον άξονα    , των τμημάτων της    που βρίσκονται κάτω από 

τον άξονα αυτόν. Επομένως, είναι: 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 8 

ΘΕΜΑ 2 

ii. Έχουμε την εξίσωση            .  

Ουσιαστικά, αναζητάμε το πλήθος των κοινών σημείων της      και της οριζόντιας 

ευθείας         . Παρατηρώντας την     , από το προηγούμενο ερώτημα, 

βλέπουμε ότι υπάρχουν δύο κοινά σημεία. 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 9 

ΘΕΜΑ 2 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται η συνάρτηση  𝑓, με τύπο   𝑓(𝑥) = √𝑥 − 1 + 3,  𝑥 ≥ 1. 

α) Να δείξετε ότι η  𝑓 είναι  1 − 1.  

(Μονάδες 07) 

β) Να βρείτε το σύνολο τιμών καθώς και την αντίστροφη της  𝑓. 

(Μονάδες 10) 

γ) Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓 καθώς και η 

διχοτόμος 𝑦 = 𝑥  της γωνίας 𝑥𝑂𝑦. Αφού μεταφέρετε το σχέδιο στην κόλλα σας, να σχεδιά-

σετε την γραφική παράσταση της  𝑓−1  και με βάση το σχήμα ή με οποιονδήποτε άλλο τρό-

πο θέλετε, να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων
 
των συναρτήσεων 𝑓, 

𝑓−1   . 

(Μονάδες 08) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 9 

ΘΕΜΑ 2 

ΛΥΣΗ 

α)   𝐷𝑓 = [1, +∞).  

Έστω 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐷𝑓  με 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2). Θα δείξουμε ότι 𝑥1 = 𝑥2.  

Πράγματι, έχουμε διαδοχικά: 

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2)  √𝑥1 − 1 − 3 = √𝑥2 − 1 − 3    √𝑥1 − 1 = √𝑥2 − 1    

𝑥1 − 1 = 𝑥2 − 1  𝑥1 = 𝑥2 . 

β) Για 𝑥 ∈ 𝐷𝑓  και  𝑦 ∈ ℝ  έχουμε:  

𝑓(𝑥) = 𝑦    √𝑥 − 1 + 3 = 𝑦  √𝑥 − 1 = 𝑦 − 3    (1).   

 Για  𝑦 < 3,  η  (1)  είναι  αδύνατη.  

 Για   𝑦 ≥ 3, (1)   𝑥 − 1 = (𝑦 − 3)2  𝑥 =  (𝑦 − 3)2 + 1.  

 Eπομένως, το σύνολο τιμών της 𝑓 είναι το [3, +∞) και επιπλέον ορίζεται η αντίστροφη της 

𝑓 με πεδίο ορισμού το [3, +∞)  και τύπο 𝑓−1(𝑥) = (𝑥 − 3)2 + 1.  

Σχόλιο:  

Με τον τρόπο που βρήκαμε την αντίστροφη της συνάρτησης 𝑓 παραπάνω, δείξαμε ότι η 

εξίσωση 𝑓(𝑥) = 𝑦 έχει το πολύ μία ρίζα ως προς 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 για κάθε 𝑦 ∈ ℝ, δηλαδή δείξαμε ότι  

η 𝑓 είναι 1 − 1. Έτσι, αποδεικνύουμε συγχρόνως και το α) ερώτημα.  

 

γ) H 𝐶𝑓−1  είναι συμμετρική της 𝐶𝑓 ως προς την 𝑦 = 𝑥.  
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 9 

ΘΕΜΑ 2 

 

 

 

Από το σχήμα προκύπτει ότι οι γραφικές παραστάσεις  𝐶𝑓,  𝐶𝑓−1   των συναρτήσεων 𝑓,  𝑓−1   

τέμνονται στο σημείο  𝛢(5,5). 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 10 

ΘΕΜΑ 2 

 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται η συνάρτηση              . 

α) Να αποδείξετε ότι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το         . 

(Μονάδες 05) 

β)  

i. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   είναι “1 – 1”. 

(Μονάδες 10) 

ii. Να λύσετε την εξίσωση                  . 

(Μονάδες 10) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 10 

ΘΕΜΑ 2 

 

ΛΥΣΗ 

α) Η συνάρτηση   ορίζεται, όταν και μόνο όταν  
     

   

        

  

Είναι λοιπόν 

          

                          

Επομένως       και ως εκ τούτου         . 

β) 

i. Έστω             με            . Θα δείξουμε ότι      . Πράγματι έχουμε 

διαδοχικά: 

            

                  

                

            

          

      . 

ii. Παρατηρούμε ότι       . Στη συνέχεια έχουμε: 

                      
       
                     

       
        . 

Επομένως η εξίσωση                   έχει μοναδική ρίζα το  . 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 11 

ΘΕΜΑ 2 

ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑓 με 𝑓(𝑥) = √1 − 𝑥 και 𝑥 ∈ (−∞, 1]. 

α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει η συνάρτηση 𝑓−1. 

(Μονάδες 8) 

β) Να βρείτε τη συνάρτηση 𝑓−1. 

(Μονάδες 10) 

γ) Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓 και ένα τμήμα της 

γραφικής παράστασης της 𝑓−1.  

Να μεταφέρετε στο φύλλο απαντήσεων το παραπάνω σχήμα και το οποίο να  

συμπληρώσετε με την υπόλοιπη γραφική παράσταση της συνάρτησης  𝑓−1. 

(Μονάδες 7) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 11 

ΘΕΜΑ 2 

ΛΥΣΗ 

α) Έστω 𝛼, 𝛽 ∈ (−∞, 1] με 𝑓(𝛼) = 𝑓(𝛽) ⇒ √1 − 𝛼 = √1 − 𝛽 ⇒ 1− 𝛼 = 1 − 𝛽 ⇒ 𝛼 = 𝛽, 

οπότε η 𝑓 είναι "1 − 1" στο (−∞, 1]. 

Γεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι κάθε ευθεία παράλληλη στον άξονα 𝑥′𝑥 τέμνει την γραφική 

παράσταση το πολύ σε ένα σημείο, δηλαδή δεν υπάρχουν διαφορετικά σημεία της γραφικής 

παράστασης με την ίδια τεταγμένη. 

 Αφού η 𝑓 είναι "1 − 1" θα υπάρχει η συνάρτηση 𝑓−1. 

β) Για να βρούμε την αντίστροφη της 𝑓 θέτουμε 𝑦 = 𝑓(𝑥) και λύνουμε ως προς 𝑥. 

𝑦 = √1 − 𝑥 ≥ 0 και ισοδύναμα παίρνουμε 𝑦2 = 1 − 𝑥 ⇔ 𝑥 = 1 − 𝑦2 με 𝑥 ∈ (−∞, 1] αφού 

1 − 𝑦2 ≤ 1 ⇔ 0 ≤ 𝑦2, ισχύει. 

Βρήκαμε ότι για κάθε τιμή 𝑦 ≥ 0, υπάρχει μοναδικό 𝑥 ∈ (−∞, 1] ώστε 𝑦 = 𝑓(𝑥). 

Άρα 𝑓−1(𝑦) = 1 − 𝑦2 με 𝑦 ≥ 0, δηλαδή 𝑓−1(𝑥) = 1 − 𝑥2 με 𝑥 ≥ 0. 

γ) Λαμβάνοντας υπόψη ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 𝑓 και 𝑓−1 είναι 

συμμετρικές ως προς την ευθεία 𝑦 = 𝑥, παίρνουμε το παρακάτω σχήμα.  
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 12 

ΘΕΜΑ 2 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται η συνάρτηση  
x

1
f(x) , x

e 1
.  

α) Να αποδείξετε ότι είναι γνησίως φθίνουσα και να βρείτε το σύνολο τιμών της.  

(Μονάδες 13) 

β) Να αιτιολογήσετε γιατί αντιστρέφεται και να βρείτε την 1f . 

(Μονάδες 12) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 12 

ΘΕΜΑ 2 

ΛΥΣΗ  

α) Για κάθε 1 2x , x  με 1 2x x  έχουμε  

           
 

1 2 1 2

1 2

x x x x
1 2 1 2x x

1 1
x x e e 0 e 1 e 1 f(x ) f(x )

e 1 e 1
 

οπότε η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο . 

Επιπλέον η f είναι συνεχής και  

 
 

 
xx x

1
lim f(x) lim 0

e 1
, αφού  


  x

x
lim e 1  

 
 

 
xx x

1
lim f(x) lim 1

e 1
, αφού  


   x

x
lim e 1 0 1 1  

οπότε  
 

 
x x

f( ) lim f(x), lim f(x) (0, 1)  

β) Η συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη, οπότε είναι «1-1», άρα αντιστρέφεται. 

Αν  f(x) y, y (0, 1) , τότε για οποιοδήποτε x  έχουμε: 

 
          



x x x

x

1 1 1 1 y 1 y
y e 1 e 1 e x ln

e 1 y y y y
 

Άρα,   
 1 1 x

f (x) ln , x 0, 1
x

. 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 13 

ΘΕΜΑ 2 

ΘΕΜΑ 2 

Θεωρούμε τις συναρτήσεις με τύπους    2f(x) x x 1και  g(x) 4x 3 . 

α) Να αποδείξτε ότι για κάθε x  ισχύει 
3

f(x)
4

.  

(Μονάδες 6) 

β) Να βρείτε τη συνάρτηση h g f .  

(Μονάδες 9) 

γ) Αν  h(x) |2x 1| είναι η σύνθεση του ερωτήματος β), να υπολογίσετε το όριο  




 x 0

h(x) 1
lim

x 1 1
 

(Μονάδες 10) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 13 

ΘΕΜΑ 2 

ΛΥΣΗ 

α) Είναι: 

           2 2 23
f(x) 4(x x 1) 3 4x 4x 1 0 (2x 1) 0

4
 

που ιςχφει . Η ιςότθτα 
3

f(x)
4

 ιςχφει μόνο όταν 
1

x
2

.  

β) Οι ςυναρτιςεισ ζχουν αντίςτοιχα πεδία οριςμοφ 
 

  
 

f g

3
, ,

4
 και θ ςφνκεςθ 

h g f  ορίηεται μόνο όταν υπάρχουν αρικμοί x ώςτε   

 f gx και f(x)  

Είναι: 

 
 

  

f

g

x
x

3
f(x) f(x)

4

 

που ιςχφει για κάκε x  από το ερώτθμα (α). 

Άρα h  και  

            2 2 2h(x) (g f)(x) g(f(x)) 4(x x 1) 3 4x 4x 1 (2x 1) |2x 1| 

γ) Ιςχφει: 


   
x 0
lim(2x 1) 1 0 , οπότε κοντά ςτο ox 0 είναι  2x 1 0 , άρα    |2x 1| 2x 1  

και  

 
    

    
  

       x 0 x 0 x 0

x x 1 1h(x) 1 2x 1 1
lim lim 2lim

x 1 1 x 1 1 x 1 1 x 1 1

 
 

 

 
       

 x 0 x 0

x x 1 1
2lim 2lim x 1 1 4

x 1 1
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 14 

ΘΕΜΑ 2 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνεται η συνάρτηση Rf →+ ),0(:  με 0,1ln2)( +−= xxxf . 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f   αντιστρέφεται. 

 (Μονάδες 08) 

β) Να βρείτε τη συνάρτηση 1−f . 

                     (Μονάδες 09) 

γ) Δίνεται επιπλέον η συνάρτηση g με τύπο 2ln1)( xxg −= . Να αποδείξετε ότι οι 

συναρτήσεις gf ,  δεν είναι ίσες και στη συνέχεια να βρείτε το ευρύτερο υποσύνολο του R   

στο οποίο ισχύει gf = . 

(Μονάδες 08) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 14 

ΘΕΜΑ 2 

ΛΥΣΗ 

α) Έστω ),0(, 21 +xx  τέτοια ώστε )()( 21 xfxf = . Τότε 

1ln21ln2 21 +−=+− xx  

21 ln2ln2 xx −=−  

21 lnln xx =  

21 xx =  

Άρα η συνάρτηση f  είναι συνάρτηση 1 – 1 και επομένως αντιστρέφεται.  

β) Με 0x  θέτουμε 

Ryeyfex
y

xyxyxf

yy

==
−

==+−=

−

−

−

,)(
2

1
ln1ln2)( 2

1

12

1

,  

επομένως Rxexf

x

=

−

− ,)( 2

1

1  

γ) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f   είναι ),0( +=fD , ενώ το πεδίο ορισμού της 

συνάρτησης g  είναι  0−= RDg
καθώς απαιτείται 002  xx . Επομένως δεν ισχύει 

γενικά gf = . Όμως για ),0( +x έχουμε )(1ln2ln21ln1)( 2 xfxxxxg =+−=−=−= . 

Επομένως ισχύει gf =  για ),0( +x  
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 15 

ΘΕΜΑ 2 

ΘΕΜΑ 2 

Στο παρακάτω ςχήμα δίνεται η γραφική παράςταςη μιασ ςυνάρτηςησ f  με πεδίο 

οριςμοφ το [0,2) (2,3) (3,5]fD    , η οποία τζμνει τον άξονα x΄x ςε δφο μόνο 

ςημεία, με ςυντεταγμζνεσ (0,0) και (4,0). Επίςησ, δίνεται ότι f(1)=1. 

Με βάςη το παρακάτω ςχήμα: 

α) να βρείτε τα ςημεία αςυνζχειασ τησ f  αιτιολογώντασ την απάντηςή ςασ.  

(Μονάδεσ 8) 

β) να εξετάςετε αν η f  είναι ςυνεχήσ ςτο [0,1]  αιτιολογώντασ την απάντηςή ςασ. 

(Μονάδεσ 7) 

γ) να βρείτε τα παρακάτω όρια  

i. 
4

lim ( )
x

f x
  

ii.
4

1
lim

( )x f x
 

(Μονάδεσ 10) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 15 

ΘΕΜΑ 2 

ΛΥΣΗ  

α) Σημείο αςυνζχειασ είναι μόνο το 1 διότι 1 fD  και δεν υπάρχει το όριο ςτο 1 

αφοφ 
1

lim ( ) 1
x

f x


  ενώ 
1

lim ( ) 2
x

f x


 .  

β) Η f  είναι ςυνεχήσ ςτο [0,1]  αφοφ είναι ςυνεχήσ ςτο (0,1)  και επιπλζον 

0
lim ( ) 0 (0)
x

f x f


   και 
1

lim ( ) 1 (1)
x

f x f


  . 

Εναλλακτικά, η f  είναι ςυνεχήσ ςτο διάςτημα [0, 1] του πεδίου οριςμοφ τησ, αφοφ 

το τμήμα τησ γραφικήσ τησ παράςταςησ που αντιςτοιχεί ςτο διάςτημα αυτό, είναι 

μια καμπφλη που δεν διακόπτεται για καμιά τιμή του x που ανήκει ςτο [0,1]. 

γ)  

i.  
4

lim ( ) 0
x

f x


  

iv.
4

1
lim

( )x f x
   αφοφ 

4
lim ( ) 0
x

f x


  και ( ) 0f x   για x  κοντά ςτο 4 . 

Σημείωση: Το 2 και το 3 δεν είναι ςημεία αςυνζχειασ αφοφ δεν ανήκουν ςτο πεδίο 

οριςμοφ τησ f . 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 16 

ΘΕΜΑ 2 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται οι συναρτήσεις f και g, με  f(x) =
x2−4

x+2
  και  g(x) = x − 2.  

α) Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις f και g είναι ίσες και να δικαιολογήσετε την απάντησή 

σας. (Μονάδες 8) 

β) Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και h, με h(x) =|g(x)|.

 (Μονάδες 7) 

γ) Με τη βοήθεια των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων ή με όποιο άλλο τρόπο 

θέλετε, να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις f και h. 

 (Μονάδες 10) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 16 

ΘΕΜΑ 2 

ΛΥΣΗ 

α) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f είναι το ℝ −{−2} Η συνάρτηση g ορίζεται για 

κάθε  x  ℝ. Οι συναρτήσεις f και g έχουν διαφορετικό πεδίο ορισμού, οπότε δεν 

μπορεί να είναι ίσες. 

β) Η f ορίζεται στο σύνολο ℝ −{-2} και για κάθε x  -2 ισχύει  

f(x) = 
𝑥2−4

𝑥+2
 = 

(𝑥−2)(𝑥+2)

𝑥+2
 = x-2.  

Οπότε η γραφική της παράσταση της f ταυτίζεται με τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης g για κάθε x  -2 και είναι η ακόλουθη: 

 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης h, με h(x) =|g(x)| αποτελείται από τα τμήματα 

της Cg  που βρίσκονται στον άξονα x’x και πάνω από αυτόν, και από τα συμμετρικά, ως 

προς τον άξονα  x’x, των τμημάτων της Cg  που βρίσκονται κάτω από τον άξονα αυτόν. 

Οπότε η γραφική παράσταση της συνάρτησης h είναι η ακόλουθη : 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 16 

ΘΕΜΑ 2 

γ) Όπως προκύπτει από τις γραφικές παραστάσεις, η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα 

στο πεδίο ορισμού της και δεν έχει ακρότατα. 

Ενώ, η συνάρτηση h δεν είναι γνησίως μονότονη στο πεδίο ορισμού της, γιατί είναι 

γνησίως φθίνουσα στο (-∞, 2] και γνησίως αύξουσα στο διάστημα [2, + ∞).  

H συνάρτηση h παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 2 το h(2)= 0. 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 17 

ΘΕΜΑ 2 

 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται οι συναρτήσεις     με                και          . 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της  . 

(Μονάδες 04) 

β) Να βρείτε την συνάρτηση    . 

(Μονάδες 08) 

γ) Αν                  τότε να υπολογίσετε το  

   
   

               

 
 

(Μονάδες 13) 
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Μαθηματικά Προσ. ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1 ΑΣΚΗΣΗ: 17 

ΘΕΜΑ 2 

 

ΛΥΣΗ 

α) Η συνάρτηση   ορίζεται, όταν και μόνο όταν,          . 

Επομένως, το πεδίο ορισμού της   είναι το σύνολο   . 

β) Η συνάρτηση   έχει πεδίο ορισμού το     , ενώ η συνάρτηση   το      . 

Για να ορίζεται η         πρέπει και αρκεί: 

                   

ή ισοδύναμα 

 
   

       
   

   
   

       

Επομένως, ορίζεται η     και είναι 

                                                               για 

κάθε      

γ) Είναι για    : 

               

 
 

           

 
 

       

 
 

  

 
 

    

 
       

   

 
 

Αλλά γνωρίζουμε ότι 

   
   

          
   

                 
   

   

 
   

Επομένως, έχουμε 
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