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ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΘΕΜΑ Α  

Α1. Σχολικό βιβλίο σελ. 76 

Α2. Σχολικό βιβλίο σελ. 32 

Α3. Σχολικό βιβλίο σελ. 94 

Α4. α) Λάθος 

       β) Λάθος 

       γ) Λάθος 

       δ) Σωστό 

       ε) Σωστό 

ΘΕΜΑ Β 

Β1.  Η f συνεχής για x ∈ (−∞, 1) και x ∈ (1,+∞) ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

Για να είναι συνεχής στο x0 = 1 πρέπει 

lim
x→1+

f(x) = lim
x→1−

f(x) = f(1) 

∙ f(1) = 13 − 2 ∙ 1 + 3 = 2 

∙ lim
x→1−

f(x)= lim
x→1−

(x3 − 2x + 3) =13 − 2 ∙ 1 + 3 = 2 

∙ lim
x→1+

f(x)  =  lim
x→1+

(
x2−x

√x2+3−2
 ) =  lim

x→1+

x(x−1)(√x2+3+2)

(√x2+3−2)(√x2+3+2)
= lim

x→1+

x(x−1)(√x2+3+2) 

x2+3−4
=

lim
x→1+

x(x−1)(√x2+3+2)

(x−1)(x+1)
 =  lim

x→1+

x(√x2+3+2)

(x+1)
=  

1∙(√12+3+2)

1+1
= 

4

2
= 2 

Άρα η f συνεχής στο x0 = 1 . 

Άρα η f συνεχής στο Af = R 
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B2. Για να είναι η f παραγωγίσιμη στο x0 = 1  πρέπει 

lim
x→1−

f(x) − f(1)

x − 1
= lim

x→1+

f(x) − f(1)

x − 1
 

f(1) = 2 

• lim
x→1−

f(x)−f(1)

x−1
 = lim

x→1−

(x3−2x+3)−2

x−1
= lim

x→1−

x3−2x+1

x−1
= lim

x→1−

(x−1)(x2+x−1)

x−1
=  12 + 1 − 1 = 1 

Horner:  

 

 

Άρα x3 − 2x + 1 = (x − 1)(x2 + x − 1) 

• lim
x→1+

f(x)−f(1)

x−1
= lim

x→1+

x2−x

√x2+3−2 
 −2

x−1
= lim

x→1+

x2−x−2(√x2+3−2)

(x−1)(√x2+3−2)
= lim

x→1+

x(x−1)(√x2+3+2)−2(x−1)(x+1)

(x−1)(x−1)(x+1)
=

 lim
x→1+

(x−1)[x(√x2+3+2)−2(x+1)]

(x−1)(x−1)(x+1)
= lim

x→1+

x(√x2+3+2)−2(x+1)

(x−1)(x+1)
=

 lim
x→1+

x√x2+3+2x−2x−2

(x−1)(x+1)
 = lim

x→1+

(x√x2+3−2)(x√x2+3+2)

(x−1)(x+1)(x√x2+3+2)
= lim

x→1+

x2(x2+3)−4

(x−1)(x+1)(x√x2+3+2)
 =

 lim
x→1+

x4+3x−4

(x−1)(x+1)(x√x2+3+2)
=  lim

x→1+

(x−1)(x+1)(x2+4)

(x−1)(x+1)(x√x2+3+2)
= lim

x→1+

x2+4

x√x2+3+2
=

12+4

1∙√12+3+2
=

5

4
 

Άρα lim
x→1−

f(x)−f(1)

x−1
≠ lim

x→1+

f(x)−f(1)

x−1
  , οπότε η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 1. 

Β3. g(x) = ln(x − 2) , Ag = (2,+∞) 

Θεωρώ 

 f1(x) = x3 − 2x + 3  , Af1 = (−∞,1] 

f2(x) =
x2 − x

√x2 + 3 − 2
  , Af2 = (1,+∞) 

• Af1og = {x ∈ Ag|g(x) ∈ Af1
} = (2, e + 2] 

αφού, {
x > 2

ln(x − 2) ≤ 1 
⇔ {

x > 2
ln(x − 2) ≤ ln e

⇔ {
x > 2

x − 2 ≤ e
⇔ {

x > 2
x ≤ e + 2

⇔ 2 < x ≤ e + 2  

(f1og)(x) = f1(g(x)) = g3(x) − 2g(x) + 3 =  ln3(x − 2) − 2 ln(x − 2) + 3  

1 0 −2 1 1 
 1 1 −1  
1 1 −1 0  
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• Af2og = {x ∈ Ag|g(x) ∈ Af2
} = (e + 2,+∞) 

αφού ,  {
x > 2

ln(x − 2) > 1
⇔ {

x > 2
ln(x − 2) > ln e

⇔ {
x > 2

x − 2 > e
⇔ {

x > 2
x > e + 2

⇔    x > e + 2 

 (f2og)(x) = f2(g(x)) =
g2(x)−g(x)

√g2(x)+3−2
= 

ln2(x−2)−ln(x−2)

√ln2(x−2)+3−2
  

 

Τελικά, (fog)(x) = {
ln3(x − 2) − 2 ln(x − 2) + 3  , 2 < x ≤ e + 2 

ln2(x−2)−ln(x−2)

√ln2(x−2)+3−2
    , x > e + 2

 

Β4. Για x ∈ [−2,0] , f(x) = x3 − 2x + 3 

f(x) =
5

2
⇔ f(x) −

5

2
= 0 

Θέτω h(x) = f(x) −
5

2
 

H h(x) συνεχής στο [−2,0] ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

• h(−2) = f(−2) −
5

2
= −8 + 4 + 3 −

5

2
= −1 −

5

2
= −

7

2
< 0 

• h(0) = f(0) −
5

2
= 3 −

5

2
=

1

2
 > 0 

Άρα h(−2) ∙ h(0) < 0 

Επομένως, η h πληρεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Bolzano στο διάστημα [−2,0] και άρα 

υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 ∈ (−2,0) τέτοιο ώστε h(x0) = 0 ⇔  f(x0) −
5

2
= 0 ⇔  f(x0) =

5

2
  . 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  Από υπόθεση έχουμε: 

f2(x) + 2xf(x) = ln2 x − x2,  για κάθε x > 0 

Άρα, 

f2(x) + 2xf(x) = ln2 x − x2 ⇔ f2(x) + 2xf(x) + x2 = ln2 x (f(x) + x)2 = ln2 x  (1) 

Θέτω g(x) = f(x) + x   , x > 0  

Έστω ότι υπάρχει x0 > 0 τέτοιο ώστε g(x0) = 0 
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(1) για x = 𝑥0  έχουμε  g2(x0) = ln2 x0 ⇔ ln2 x0 = 0 ⇔ x0 = 1 

Άρα g(x) ≠ 0 και συνεχής σε κάθε ένα από τα διαστήματα (0,1) και (1,+∞), οπότε διατηρεί πρόσημο 

σε κάθε διάστημα.  

Για 0 < x < 1 ∶  g(
1

e
) =  f (

1

e
) +

1

e
= −1 −

1

e
+

1

e
= −1 < 0    , άρα g(x) < 0 

Για x > 1 ∶  g(e) =  f(e) + e = 1 − e + e = 1 > 0     , άρα g(x) > 0 

(1)   g2(x) = ln2 𝑥  |g(x)| = |lnx| (2) 

Για 0 < x < 1 έχουμε : 

g(x) < 0 και lnx < 0 οπότε (2) ⇔  – g(x) = −lnx ⇔  g(x) = lnx 

Για x > 1  έχουμε : 

g(x) > 0 και lnx > 0 οπότε (𝟐) ⇔  g(x) =  lnx.  

Για x = 1 έχουμε : 

g(1) = ln1 = 0 

Οπότε g(x) = lnx , για κάθε x > 0,  άρα f(x) + x =  lnx  ⇔   f(x) =  lnx −  x,  για κάθε x > 0. 

Γ2. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη για κάθε x > 0 , ως διαφορά παραγωγίσιμων συναρτήσεων,           

με f ′(x) =
1

x
− 1. 

Έστω Β(x1, f(x1)) το σημείο επαφής της ζητούμενης εφαπτομένης με την Cf. Η εξίσωση της 

εφαπτομένης είναι:  

y − f(x1) =  f΄(x1)(x − x1)  ⇔ y − (lnx1 − x1) = ( 
1

x1
− 1)(x − x1)  (3) 

Η εφαπτομένη αυτή διέρχεται από το σημείο Α(0,−1). Έτσι οι συντεταγμένες του σημείου Α 

επαληθεύουν την εξίσωση (3) .  

Για x = 0 και  y = −1 στη σχέση (3) έχουμε: 

−1 − (lnx1 − x1) = ( 
1

x1
− 1)(0 − x1)   ⇔ −1 −  lnx1 + x1 = −1 + x1 ⇔  lnx1 = 0 ⇔ x1 = 1. 



 

~ 5 ~ 
 

 

Έχουμε ένα σημείο επαφής Β(1, f(1)) με f(1) = −1 και f΄(1) = 0, άρα οριζόντια εφαπτομένη με 

εξίσωση:  

y −  f(1) = 0 ⇔ y = −1. 

Γ3. Έστω Μ(x, f(x)) σημείο της Cf με x > 1. Το εμβαδόν του τριγώνου ΟΒΜ δίνεται από τον τύπο:    

(ΟΒΜ) =
1

2
|det(OB⃗⃗⃗⃗  ⃗, OM⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  )|       με ΟΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1,−1) και ΟΜ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = (𝑥, lnx − x) 

Άρα, 

(ΟΒΜ)=
1

2
 | |

1 −1
𝑥 ln 𝑥 − 𝑥

| | =
1

2
|lnx − 𝑥 + 𝑥| =

1

2
|lnx| 

Επομένως, αφού x > 1 ισχύει ότι lnx > 0 και έχουμε :  (ΟΒΜ)=
1

2
lnx = ln√𝑥 . 

Άρα Ε(x)= ln√x, με x > 1. 

Γ4. lim
x→2

xE(x)−2E(2)

x−2
= lim

x→2

xE(x)−xE(2)+xE(2)−2E(2)

x−2
= 

= lim
x→2

(
xE(x)−xE(2)

x−2
+

xE(2)−2E(2)

x−2
) = lim

x→2
(
x(E(x)−E(2))

x−2
+

E(2)(x−2)

x−2
) = lim

𝑥→2
(𝑥 ∙

(E(x)−E(2))

𝑥−2
) + 𝐸(2)  

= 2E΄(2) + ln√2  . 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Είναι fD =  

Η παράσταση ( )f x  είναι τριώνυμο ως προς x με ρίζες 
1 2,   (αφού ( ) ( )1 2f 0 f = =  ), άρα για κάθε 

x  είναι ( ) ( )( )1 2f x x x= − −  

Η f είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική με 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1f x x x x x x x  = − − + − − = − + −  

Για κάθε  1 2x , −    είναι: 

( )

( )

( ) ( )

( )( )
22 1

1 2

xf x x x

f x x x

− − + −
= =

− − ( ) ( )1 2x x− −

1x −
+
( )1x − ( ) 1 22

1 1

x xx
= +

− −−
 

1 1 
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Δ2. H συνάρτηση f   είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική 

Για κάθε  1 2x , −    είναι 
( )

( ) 1 2

f x 1 1

f x x x


= +

− −
 άρα 

( )

( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

2

2 22

1 2 1 2

f x f x f xf x 1 1 1 1

f x x x f x x x

    −     
= +  = − −       − − − −    

 

Για κάθε  1 2x , −    είναι 
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( )22
f x 0

2 2 2

1 2

f x f x f x1 1
0 0

f xx x

 −
− −    

− −
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2

f x f x f x 0 f x f x f x    −     

Για 1x =   η αποδεικτέα σχέση γίνεται: 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )
1f 0

22 2

1 1 1 1 2 1 1 1 2f f f 0 0
 =

        − +  −    −    ισχύει διότι 
1 2    

Για 
2x =   η αποδεικτέα σχέση γίνεται: 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )
2f 0

22 2

2 2 2 2 2 2 1 2 1f f f 0 0
 =

        − +  −    −    ισχύει διότι 
1 2    

Άρα για κάθε x  ισχύει ( ) ( ) ( )( )
2

f x f x f x   

2ος τρόπος 

Το τριώνυμο ( )f x  έχει δύο ρίζες, άρα 20 4 0   −    

Είναι: ( ) 2f x x x= + +  

( )f x 2x = +   

( )f x 2 =  

Θα αποδείξουμε ότι για κάθε x  ισχύει 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 22 2 2 2f x f x f x 2 x x 2x 2x 2 x 2 4x 4 x   + +  +  +  +   +  +   

2 22x 2 x 2 0 +  + −    ισχύει διότι το 1ο μέλος της ανισότητας είναι τριώνυμο ως προς x με 

συντελεστή του 
2x  το 2 0  και ( ) ( )2 2 2 2

1 4 8 2 4 2 4 =  −  −  =  −  +  =  

( ) ( )2 24 4 4 4 4 0= − +  = −  −  = −    
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Δ3. Γνωρίζουμε ότι 
( )

( )
( ) ( ) ( )

g 1 h
ln1 0

h 0 h 0

ln 1 h g 1 h ln 1 h g 1 ln1
lim 5 lim 5

h h

+
=

→ →

+ + + −
=  =   

( ) ( )
h 0

1 h 1
lim 5

h→

 + −
= , όπου ( ) ( ) ( )x g x ln x, x 0, =  +  

Για κάθε ( )x 0, +  είναι ( ) ( ) ( )x g x k x = , όπου ( ) ( )k x ln x, x 0,=  +  

Η k είναι παραγωγίσιμη με ( )
1

k x
x

 =  

Είναι ( )k 1 1 =  

Επιπλέον ( )k 1 0=  

Η φ είναι παραγωγίσιμη στο 1 ως γινόμενο παραγωγίσιμων σε αυτό συναρτήσεων με 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
h 0

1 h 1
1 g 1 k 1 g 1 k 1 lim g 1 0 g 1 1 5 g 1

h→

 + −
    = +  =  +   =   

( ) ( )

( )
f 1 g 1

f 1 5 1 5 4
=

 =  ++ =  + =  

Είναι ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2f f 2 2 2  +  =  − +  − =  − =  + −    

Οι αριθμοί 
1 2,   είναι οι ρίζες του τριωνύμου 

2x x+ + , άρα έχουμε 
1 2

1 2

1

1


 + = − = −


   = = 


 

Έτσι έχουμε ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2f f 2 2 2 2 4  +  =  + −   =  + +   −   =  

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 1 22 4 2 4 2 4   =  + −   = − −  =  − 
   

 

Γνωρίζουμε ότι ( )( ) ( )( ) ( )
2 2 2 2

1 2f f 10 2 4 10 4 5  +  =   −  =   −  =  

Επιπλέον 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2 2

h x 3 f x f x 3f x f x 3 f x 3 f x f x f x        
      = = + − = + − =  

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2 2 2

f x f x f x 2 f x 3 f x 0    
    = − + + 
 

 διότι  

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( )( )

2

2 o

2

2

f x f x f x 0 ύ ό x x

f x 0

f x 0

  





  −        =
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Έχουμε 
2 2 2 03 ή 7 34 5 16 4 5 4 21 0

4 14 4 4

 =  = −  =   −  =  − +  =  + − =  
       

 = −  =+ =  = −  = −    
 

Άρα ο τύπος της f είναι ( ) 2f x x 3x 1= + +  

Δ4. Είναι ( )
( )

( ) ( )
f 1 5

x x

x x
lim x 2 f 5 lim x 2 f f 1

x 2 x 2

=

→+ →+

         
+ − = + − =         

+ +         
 

( )
( ) x x x 2 2

1
x 2 x 2 x 2

x

x
f f 1

x 2x
lim x 2 1

xx 2
1

x 2

− − −
− = =

+ + +

→+

   
−   

+     = + − 
 +  −
 + 

 

( )
x
lim x 2
→+

= +
2

x 2

−

+

( ) ( )

x

x x
f f 1 f f 1

x 2 x 2
lim 2

x x
1 1

x 2 x 2

→+

      
− −      + +       = − 

   − −
   + +   

 

Θέτουμε 
x

x 2
=

+
 

Είναι 
x x

x x
lim lim 1

x 2 x→+ →+
= =

+
 άρα 1→  

Επομένως 

( )
( ) ( )

( )
x 1

x
f f 1

f f 1x 2
lim 2 lim 2 2f 1 10

x 1
1

x 2

→+ →

  
−    − +   −  = −  = − = − 

−   −
 + 

 διότι  

( )f x 2x 3 = +  οπότε ( )f 1 5 =  
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